BrODY ANDRAS

Készalas Logaritmiaban*

1. Exponencialis folyamatok

A matematikai gazdasigtan novekedési modelljei azon a felismerésen ala-
pulnak, hogy a termeléshez nemesak anyagra, gépre és munkara, hanem iddre
is sziikség van.

Ez az id8sziikséglet nemesak ardnyosan szerepelhet a raforditdsok kozt,
azaz nemesak Ugy, bogy w-szeres termékmennyiség kibocsatdshoz a-szerte
tobb idére van szitkség, mint ahogy ezt kozelitSleg feltessziik az anyag- vagy
munkaraforditasok esetében. Altalaban - tehét az el6bbi esetet is magédban
foglalva amikor a raforditasokat kibocsitdsokka alakitjuk 4t, vagyis az
inputokat outputokkd , transzformaljuk” a kivetkezdket feltételezhet;iik.

1. feltevés: Ha valamilyen input-termékhalmazon egy . idétartamot igényld
transzformaciot végziink, majd az igy kapott 6j termékhalmazt egy ujabb s
idétartami transzformacionak vetjitk ald, akkor a létrehozott végeredmény-
nek azonosnak kell lennie azzal az eredménnyel, amelyet a kiindulé termék-
halmazbél egy (1 + s) idStartamot igényl$ transzforméaciéval kaphatunk.

Matematikailag: ha a transzformaciét a 7' nagybetiivel, végzésének tarta-
mat a mellette zardjelben feltiintetett (s), illetve (f) szimbélummal jeloljiik,
akkor

(1.1.) Tt + s) = T(s)T(t).

Kz az egyenlet jol ismert fiiggvényegyenlet (elsGként Cauchy vizsgaltal) és
az exponencidlis fiiggvényt, tehat dltaldban az exponencidlis folyamatokat
hatérozza meg, ha feltessziik, hogy a 7' transzformécié differencialhaté. Kz
ugyan nem sziikséges feltétel, de a vizsgilt tulajdonsig legegyszer(ibb bemu-
tatasira vezet. Az (1.1) egyenletet ¢, illetve s szerint differencialva, s a két
eredményt egyenlévé téve

(1.2.) T(s)T"(t) = T"(s)T(t).

* Koszonettel tartozom Ziermann Margitnak, Matics Agnesnek és Virdg Ildikénak,
akik az els6 fogalmazis egyes nehezen érthet6 részeire, igyetlen jel6lésmédjara, hibdira
sth. felhivtik a figyelmet és médositasokat javasoltak.

' Lésd pl. Aczél (1961). Az egyenlet matrixos alakjat Polya (1928) mutatta be.

2Vo. Rényi (1966) levezetésével a radioaktiv bomlés jelenségét illetéen (ez exponen-
cidlisan csokkend folyamat). Rényi esak a 7T'(2) fiiggvény ¢ = 0 pontban valé differencifl-
hatésagit, Polya pedig pusztdn a folytonossigit tételezte fel.
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T(¢), illetdleg T'(s) nem lehet zérus vagy szinguldris, hiszen az (1.1.) egyenlet-
bél kovetkezik, hogy 1 = T'(0) = T'(t)T(—t). Ezért oszthatunk vele, s igy

(1.3.) T ()T -1(t) = T-1s)T"(s).

Mivel s és t értéke tetszGleges, a derivalt és a reciprok szorzata minden ¢-re
azonos, azaz konstans. Legyen ez a konstans K, akkor

(1.4.) T°(t) = KT(t), amib8l T(t) = exp (Kt).

2. feltevés: Ugy is megfogalmazhatjuk az (1.4.) egyenletet és megolddsit,
hogy a valtozds kizarélag az elért szinvonaltdl fiigg és azzal ardnyos.

Az 1. és 2. feltevés esetiinkben ekvivalensnek bizonyul: azonos folyamatot
hatdroz meg.

A gazdasagi folyamatok exponencidlis jellegét igy két igen egyszer(i és logi-
kus — egymassal ekvivalens — feltevéshdl vezettiik le. Hogy e feltevések bar-
melyike, pontosabban: az e feltevésnek megfelel sajitossig maguknak a ter-
melési folyamatoknak a jellemzi tulajdonsiga, vagy pedig csak a termelési
folyamatokrél alkotott gondolati képiink kiveteli meg ez olyan kérdés,
amelyet ma még nem lehet j6l megvilaszolni.?

A kévetkezGkben feltessziik, hogy Logaritmia orszdgiaban a gazdasigi folya-
matok exponencidlisak, és ha a statisztikai mérések némi eltérést mutatnak is,
akkor ez kizarélag a mérés elégtelenségének, a mérési hibanak a kovetkezmé-
nye.*

2. Az exponencialis folyamatok kolesonviszonya
Logaritmidban a gazdasigi idGsorok kozti kapesolat mindig hatvanyfiigg-

vény alakjaban irhaté.
Legyen ugyanis két exponencialis folyamatunk, ahol

(2.1.) Z1(t) = ¢, - exp (k,?)
6s
(2.2.) Zo(t) = ¢, - exp (kyt).

Akkor vilagos, hogy
(2.3.) Ty 0 0,

ahol b = k/k, és a = ¢,¢,", amird] behelyettesitéssel konnyen meggy6z5d-
hetiink.

¥ Valészinti, hogy a feltevések bizonyos egyszer(isitéseket jelentenek, s a végleges forma
bonyolultabb lesz.

YA valbéstgos vilag mindenesetre nagyon hasonlit Logaritmifhoz, mert azt tapasztal-
juk, hogy a legtobb gazdasagstatisztikai idésor alakulfsit az illesztett exponencifilis
trend 90—95 szazalékban ,,megmagyarzza’, és az egyéb hatiasok — legyenek ezek akér
determinisztikus jelleg(iek, mint példaul a ciklusok, vagy a technikai véltozas, akar szto-
chasztikus eredetiick — mint a mérési hibak — legfeljebb 5— 10 szAzalékos nagysfigrend-
ben jatszanak kézre.
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Tudjuk, hogy a hatvanyfiiggvényt logaritmikus beosztist koordindtarend-
szerbe rajzolva egyenest kapunk, mivel a

(2.4.) log x; = loga + b - log x,

egyenlet linedris 6sszefiiggést allapit meg log «, és log x, kézt. Azt is bizonyitani
fogjuk, hogy a mértékegység megfelels megvalasztaséval log a értékét zérus-
sal (a értékét tehat az egységgel) tehetjiik egyenlévé. Két, az idéhen exponen-
cidlisan alakulé valtozé logaritmusa kozt igy egyszerti ardanyossdg all fenn, s
ezt az ardnyossdgot a hatvanyfiiggvény b kitevdje, a novekedési 14atak hanya-
dosa szabja meg.

3. Janossy NG mutatoi

Jdnossy (1963) a gazdaségi névekedést vizsgalva igen sok naturalis gaz-
dasigi mutaté (természetes egységekben mért termelési és fogyasztdsi mu-
tatd), azaz NG mutaté” értékét rajzolta fel ilyen logaritmikus papirra, a
nemzeti jovedelem fliggvényében, és dltalaban egyenesekkel jol kozelithetd
osszefiiggéseket talalt.

Egy ilyen jellegzetes egyenest mutat be az 1. dbra, amely az egy f6re juté
villamosenergiafogyasztist és az egy fére juté nemzeti jovedelem alakulasat
irja le.

Az egyenes irdnytangensét szabatosan a regressziGszamitas segitségével alla-
pithatjuk meg. A viszonylag szoros illeszkedés miatt azonban akkor sem k-
vethetiink el nagy hibat, ha csupdn a két szélsé adatparbél szamolunk. Pél-
daul:

Burma 9,1 kW6/f6 54 /16
Kanada 5040  kWo/f6 1345 $/f6

5bd-szeres energiafogyasztishoz tehat 25-sz6ros nemzeti jovedelem tartozik, s
igy b = log 554/log 25 ~~ 1,96. Azt mondhatjuk, hogy a villamosenergia fo-
gyasztisa kozel kétszer olyan gyorsan névekedett a vizsgalt idében, mint a
fejenkénti nemzeti jévedelem termelése.

Felhaszndlva az aa’ = (a' x) azonossigot a (2.3.) Osszefiiggést , ardnyos-
sigga” alakitjuk a mértékegység megfelel§ megvilasztasival. Ha a nemzeti
jovedelmet kercken 18 $-0s | egységekben” fejezziik ki, akkor Burménak 3
negység”, Kanadinak pedig 71 ,egység” nemzeti jévedelme volt, és ezek
négyzete 9 illetve 5041 — adja meg az egy fére juté villamosenergiafo-
gyasztist. A villamosencrgiafogyasztas és a nemzeti jovedelem logaritmusai
fgy konstans aranyban dllnak egyméssal a regresszids egyenes mentén; az
egyenes dtmegy az (1,1) ponton.

4. Pareto-eloszlasok

Logaritmidban a tirsadalmi ranglétra egy bizonyos magassagin vagy ennél
magasabban v szdmi személy all. Ha feltessziik, hogy a poziciékhé! valé ki-






