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KLASZTERSZAMOK MEGHATAROZASANAK EGY
LEHETSEGES MEGOLDASA!

RUFF FERENC
Szent Istvdn Egyetem

A dolgozat azon probléméval foglalkozik, hogy a klaszteranalizis sordn létre-
jovo lehetséges megoldédsok (kiilonbozd klaszterszamok) esetén melyiket fo-
gadjuk el az adatbéazisban feltételezett csoportok legjobb kozelitésének. Ilyen
modszerek léteznek, jelen dolgozat egy ilyen eljaras kritikai vizsgalataval,
valamint annak tovabbfejlesztésével foglalkozik. Az eljaras lényege, hogy a
klaszterek kozéppontja és a kozéppontok kozotti osztépont koriili elemstiri-
ségekkel definialt index segitségével jellemzi a csoportositas pontossagat. Ez
olyan népszeru algoritmusok, mint pl. a K-means — ahol az algoritmus in-
putjaként meg kell adni az elvart klaszterszamot — esetében ad segitséget a
dontés meghozatalaban.

1 Bevezetés

,,A klaszterelemzés az alakfelismerés tanité nélkiili tanulé algoritmusa. Egy-
szerlen ugy definidljuk, hogy a klaszterelemzés megfigyelések egyedeit bontja
viszonylag homogén csoportokba p véaltozé értékeinek hasonlésiga alapjan. A
klaszterelemzés az egyedek olyan csoportositasat keresi, amelyekre igaz, hogy
egy egyed egy és csakis egy csoporthoz tartozik, és azokhoz az egyedekhez
lesz hasonld, amelyekkel egy klaszterbe keriilt, mig a t&bbi klaszterbe tartozé
egyedektdl kiilonbozik.” [6, 160. old.]

Klasszifikdlé elemzésnek valamint numerikus taxondémidnak is nevezik,
mely az 1950-es években indult fejlddének [15]. Azdéta nagyon sokféle mddszert
dolgoztak ki a fenti célok megvalésitdsanak érdekében. Az irodalmak kozott
megjelentek 0sszefoglald jellegiiill. egy-egy szakteriilet szaméara irédott miivek
[2, 9, 16]. Magyar szerzdk tollabdl szarmazé konyvek is taldlhatdk ezek kozott
[5, 6, 7). Kimondottan a marketingkutatds teriiletén torténd alkalmazdssal
foglalkozik Simon [14] cikke.

Dolgozatom kozéppontjaban az a probléma all, hogy ha az elemzonek kell
megadnia a keresett klaszterek szamat (az algoritmus inputjaként), akkor
a kiilonboz6 klaszterszam-bedllitasok esetén kapott eredmények koziil milyen
modon valaszthatja ki a ,,legjobbat”. Ezt az angol nyelvii irodalomban ,,clus-
ter validation” néven taldlhatjuk meg, amely alatt olyan kvantitativ elemzést
értenek, mely a klaszteranalizis eredményeként 1étrejott csoportokat vizsgdl-
ja [16]. Ennek megolddséra sok eljards sziiletett, melyeket Theodoridis és
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Koutroumbas [16] hdrom tipusba sorol: kiilsé kritérium alapt, bels6 krité-
rium alapu valamint relativ kritérium alapu. Egy kicsit méds csoportositast
alkalmaz Fiistos et al. [6, 205. old.]: ,,A klaszterek érvényessége (validité-
sa) négy kritérium alapjan vizsgilhatd. Kiilsé kovetelményként értelmez-
het6 az, ha ismert csoportokba tartozé egyedekbdl vesziink mintat, és arra
végezziik el a klaszterezést. Bels6 kovetelménynek tekintheték azok a muta-
tok, amelyekkel az eredeti és a szarmaztatott tavolsagok illeszkedését mérjiik.
Harmadik megkozelitést jelent a megismételhetoség kritériuma, amelynek 1é-
nyege a kettéosztott megfigyelések klaszterezése és a felosztasok Osszevetése.
A Kklaszterek érvényességének relativ kritériuma az adatmétrix tébb eljards
szerinti klaszterezését és a felosztasok kozotti egyezés mérését fogalmazza
meg.”

Liu et al. [13] munkéjdban a klaszterszamok meghatérozasdval kapcso-
latban végrehajtott vizsgalatanak célja az volt, hogy megfigyeljék, hogy a
vizsgdlt indexek pontossigara (11 ilyen indexet teszteltek) — amelyek kiilsé
informdciét nem tartalmaztak — milyen hatdssal van az adatok szerkezete (za-
jos adatok, sfirliség kiilonbségek, alcsoportok, aszimmetrikus eloszlas). Ezek
kozil az alcsoportok felismerése okozta a legtobb problémat az ellendrzés
soran, ezen esetben a legtobb index nem adott helyes eredményt. Egy olyan
index — az un. S_Dbw index — volt a 11 k6zott, mely mindegyik esetben helyes
dontést hozott. Az eljérdst Halkidi és Vazirgiannis [8] dolgozta ki, mely a
klaszterek kozotti stirtiségkiillonbségen alapszik. Ezt fejlesztette tovabb Kim
és Lee [10] valamint Tong és Tan [17] abba az irdnyba, hogy robusztusabb?
legyen, valamint ne csak gombszimmetrikus klasztereket ismerjen fel. En-
nek fontossigdra kordbban felhivta a figyelmet Legdny et al. [12] is, akik
megfigyelték, hogy az altaluk vizsgélt indexek (pl. az S_Dbw is) csak jol sze-
paralt, gombszimmetrikus klaszterek esetén nyujtottak megfeleld segitséget
a klaszterek validdlasdhoz. Dolgozatomban ezen mddszerek vizsgdlatdaval és
tovabbfejlesztésével foglalkozom.

2 Az S Dbw,,., index

Vizsgalatom kiindulépontja a Halkidi és Vazirgiannis [8] altal kidolgozott,
majd Kim és Lee [10] valamint Tong és Tan [17] altal tovdbbfejlesztett médszer
— alapja az S_Dbw (Scatter and Density between clusters) index — mely a
strtségkiilonbségek és a szérasok alapjan rendel hozza egy adott csopor-
tositashoz egy valds szamot. A kiilonbozé csoportositasokhoz tartozé értékek
alapjan lehet a legjobban illeszked6 megoldast kivalasztani. Itt most csak a
legutolsé vialtozattal foglalkozom, mert ez jobb eredményeket ért el a tesz-
telések soran, mint az elsé két valtozat.

A médszer alapja, hogy a klaszterek kozotti hasonlésdgot ill. a klaszterek
kozotti kiilonbséget bizonyos pontok kortl kialakitott tartomanyokon beliil
taldlhaté megfigyelési egységek szdmanak (mint stiriiségnek) dsszehasonlitdsa

2A kiugré adatokra kevésbé érzékenyen hatarozza meg a klaszterek szamat.
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alapjan hatéroztak meg [17]. Ok az indexet S_Dbwy,ep-nak nevezték (meg-
kiillénboztetésiil az eldzményektdl), és ezt a jelolést itt is megtartom.

Legyen adott egy adatbézis, amely N szamu egyedet, mint megfigyelési
egységet tartalmaz. Az egyedek tulajdonsagait k db valtozéval irjuk le. Ezen
adatok egy N x k méreti matrixba rendezhetok. Ezen adatbazison futtassunk
le egy klaszterez6 modszert, igy kapjuk a megfigyelési egységeink egy csopor-
tositdsdt (¢ db klasztert). Ezen csoportositdshoz fogunk hozzéirendelni egy
szamot, amely az S_Dbwy,,, index egy lehetséges értéke. Itt most az emlitett
cikk [17] bemutatésa torténik.

Az indexnek két Gsszetevije van: Densy,(c) — klaszteren beliili stirtiség,
valamint Scat(c) — klaszterek kozotti variancia.

Densiu(©) = =1 3 |3 density” () 0

(c—1) prrll e max{density” (v;), density” (v,)}
i
ahol c¢: a kialakitott klaszterek szama, v;: az i-edik klaszter kézéppontja.

Nom

density” (m) = Z f(x;,m) (2)

x;: az i-edik megfigyelési egység, m: egy tetszbleges megfigyelési egység, n.,:
a figyelembe vett megfigyelési egységek szama.
1, ha CI” <d(zf,mP) <CIY, Vpe{1,2,3,...,k}

.y 3)
0, egyébként

fr(xi,m) = {
k: a megfigyelési véltozdk szama, tovabba
P P it
CIY =v/ £+ (196 - —= 4
+ l < \/TTZ> ( )

vy, o], n: a figyelembe vett klaszter p-edik véltozdjanak dtlaga ill. szérasa,
valamint a klaszter elemszdma. Legyen tovabbd m;; az i-edik és j-edik klasz-
ter kozéppontjat Osszekoto szakasz olyan osztopontja, mely a két klasztert
,,elvalasztja”, és melynek p-edik komponense:

P e 10.3- density™ (v;) - v} + density™(v;) - vy
K n; +n; density™(v;) + density” (v;)

()
n;: az i-edik klaszter elemszdma. Az m,; szamitdsakor figyelembe veszi a két
klaszter elemszamait, valamint a két klaszter kozéppontja koriili stiriiséget,
és a kettd kombinacidja’ adja az osztépontot. E részindex (1. egyenlet) szé-
mitasanak elve tehat, hogy Osszehasonlitja a klaszterek kozéppontja korili,

3Ahol az eredeti cikk jelolésrendszere nem volt egészen vildgos, ott ennek médositdsara
keriilt sor.

4A siilyok (0.7 - 0.3) meghatérozdsa empirikus vizsgalatok tapasztalatai alapjan tortént
7.
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valamint a klaszterkdzéppontok kozott kivalasztott pont (m;;) kortl elhe-
lyezked6 egyedek szamat.
A maésik részindex szdmitdsanak maddja:

1 “n—n; |o%(v;
Seat(e) = o D2 Ty ©

ahol 02(v;): a v; kdzépponti klaszter variancia vektora®, o%(S): az adatbézis
variancia vektora, ||.|: vektor euklideszi norméja.
Ezekbél a részindexekbdl a kovetkezé modon adddik az index:

S_Dbw(c) = Denspy(c) + Scat(c) (7

Legyen S olyan adatbézis, mely konvex klasztereket tartalmaz. Futtassunk le
ezen, kiillonbo6zo klaszterszam bedllitasaval, egy klaszterezo eljarast tobbszor.
Belathato, hogy az index akkor vesz fel minimalis értéket, ha a klaszterezd
eljérés a tényleges klasztereket taldlta meg [8]. Természetesen nem garantélt,
hogy a klaszterek képzése sordn a tényleges klaszterek (ha léteznek) valéban
eléallnak megoldasként. Ekkor is az index minimumat fogadjuk el megoldés-
ként, mivel ez jelenti a legjobb szepardciot [8].

3 Az S_Dbw,., index kritikaja

A 3. egyenlet megadja, hogy a ,,siirliség” szamitasandl mely egyedeket kell
figyelembe venni, és melyeket nem. Az adott pont kdrnyezetének definidldsa
hatarozza meg ezt a szamot. Lathato, hogy a CT hossza a klaszter szAméanak
(n) novekedésével csokken® (4. egyenlet). Ez pedig azt jelenti, hogy a lecsok-
kend teriileten (még a nagy egyedszdm mellett is) kevés egyed taldlhato, vagy
egyaltalan nem is talalunk egyedet. Ezzel pedig a mérés valik lehetetlenné,
hiszen nem lesz alkalmas a stiriibb és ritkabb tartomanyok elkiilonitésére.
Kovetkezo észrevételem, hogy az m;; osztépont (5. egyenlet) szamitdsanal
két szempontot vettek figyelembe. Az els6 fele a két klaszter- kézéppontot
Osszekoto szakaszt a klaszterek elemszamanak aranydban osztja, méghozza
ugy, hogy amelyik klaszternek nagyobb az elemszama, attdl tavolabb lesz az
osztopont. A maésodik rész pedig a klaszter-kdzéppontok koriili siirtiségek
aranyaban osztja a szakaszt gy, hogy amelyik klaszter esetében a siiriiség
nagyobb volt, ahhoz keriil kozelebb az osztépont. Ezen két hatas konvex
linedris kombindaciéjabdl allitottak el6 m;;-t, méghozza kisérletekbdl, tapasz-
talati iton &llitottdk be az egytitthatdkat (0.7 - 0.3). Kisérleteim szerint az
igy kialakitott osztépont a két klaszter eltér6 elemszama esetén jelentésen el-
tolédhat a kevesebb elemet tartalmazé klaszter kozelébe. SzélsOséges esetben
a nagy elemszamu klaszter ,,beletolja” az osztopontot a kevesebb elemet tar-
talmazé klaszterbe. Ez lathaté az 1. dbrdn, amely esetében az elemszamok
aranya 1:20. Az osztopont eltoléddsénak egyik oka, hogy a nagy elemszam

5A koordinitatengelyek irdnyaba szdmolt variancidkbél képzett vektor.
6A CI 0-hoz tart, ha n — oo.
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miatt a CT értéke olyan kicsi lett, hogy abba nem keriilt elem, igy a stiriiség
értéke 0, ami azt jelenti, hogy a masodik része a képletnek (5. egyenlet) nem
kompenzalja az elsé rész hatasat (hiszen ezek itt éppen egymds ellen hatna-
nak). Sét, mint ahogyan 1. dbran lithat6 eset hétterében is megfigyelhetd
volt, ha a kisebb stirtiségii klaszter esetében az adott tartomanyba véletleniil
belekertil egy pont, mig a nagyobb siurliségii esetében nem, akkor az még
jobban noveli a torzité hatdst (1d. 5. egyenlet).

o |
o [ ]
N o
U]" -
o 1. klaszter
A 2. klaszter
m Mgy
=
=
T T T T
-5 0 5 10

x1

1. dbra. Klaszterek kozéppontja kozotti Tong és Tan [17] féle osztépont
eltolédésa 2 valtozé esetén. Forrds: sajat szerkesztés.

Ezen észrevételeket tamasztjak ald a kovetkezé gondolatmenetek. Az
1. dbra 1. klaszterének adatai: v = (5,5)7, o = (1,2)T, n; = 100, valamint
2. klaszterének adatai: vo = (0,0)T, o = (1,2)7, ny = 2000. Keresem annak
a valdsziniiségét, hogy egy megfigyelési egység a klaszterkozéppont megfeleld
(1d. 3. és 4. egyenlet) kérnyezetébe esik. Jelentse &1, ill. &, az els6 klaszterbe
tartoz6 pont x ill. y koordindtajat (normél eloszldsi valdszintiségi valtozok).
Tovabba &, ill. &>, a mésodik klaszterbe tartozé pont x ill. y koordinatajat.
Az 1. klaszter esetében (x és y irdnyban):

1
P<5—1.96-—<§1x<5+1.96-

1 1.96
—_ 20 ( — ) —1=0.155
v/100 vV 100> <\/ 100>

és

2
P<5—1.96-—<§1y<5+1.96-

2 1.96
— 20 ( — ) —1=0.155
v/100 \/100> <\/100>
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A keresett valdszintiség tehdt p; = 0.1552 = 0.0241. Legyen 1, egy disz-
krét valoszinliségi valtozo, és jelentse a kozéppont megadott kornyezetében
taldlhaté egyedek szdmdt. Ennek varhaté értéke (binomidlis eloszlds esetén):
M(m) = ni1-p1 = 100-0.0241 = 2.41. A 2. klaszter esetében (x és y irdnyban):

ﬁ) —1=0.034

ﬁ) ZQq’(m

1
P<0—1.96-—<§11~<0+1.96-

/2000
és

2 1.96
P<0—1.96-—<§1y<0+1.96- >—1=0.034

2
) =9
1/2000 \/2000> <\/ 2000

A keresett valészintiség tehdt p, = 0.034%2 = 0.0012. Legyen 10 egy disz-
krét valoszinliségi valtozo, és jelentse a kozéppont megadott kornyezetében
taldlhaté egyedek szdmdt. Ennek varhaté értéke (binomidlis eloszlds esetén):
M(n2) = n2 - p2 = 2000 - 0.0012 = 2.44. Vagyis a 2. klaszter 20-szor annyi
elemet tartalmaz, mégis, a kozéppont megadott kornyezetében talalhaté ele-
mek szama kozelitéleg annyi, mint az 1. klaszter esetében, atlagosan 2.44.
Annak valészintisége pedig, hogy egy elem sem esik a megadott kdrnyezetbe:
P(ny = 0) = (1 — 0.0012)2°° = (0.0906. Az 1. dbréhoz tartozé eset (a nagy
klaszterben 0, a kicsiben nem 0 a koézéppont meghatarozott kornyezetében
talalhaté elemek szdma) valdszintisége pedig 0.0906 - (1 — (1 — 0.0241)%00) =
0.088, ami nem elhanyagolhato, tehat bekovetkezésével szamolni kell.

2.45
|

2.40
|

M(n)
2.30
1

2.25
|
O O 0 0 0000000

o

215

T T T T
0 200 400 600 800 1000

klaszter elemszama

2. dbra. M(n) a klaszter elemszdméanak fiiggvényében a Tong-féle
kornyezet esetén. Forrds: sajat szerkesztés.
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Erdekes kovetkezmény tovabba, hogy a fent szamitott két val6sziniiség (p1
és pa) kozel azonos. Megvizsgaltam tehdt a M(n) értékét az n (klaszterelemek
szdma) fiiggvényében. A grafikon (2. dbra) egy monoton névekvé fiiggvény
képét mutatta. Kiszamitottam a kapott fiiggvény hatarértékét a végtelenben.

:kh—{go —k -
|y B () (i)
k—o0 —5k72
L (20 (42)-1) o 1—j’§) 196 - (~4k#) )
k—o0 —1k™2

— lim |4.1.062. 02 (126 . LI6Y ) (196 g2 =
_;Loo[4 1.96% - ¢ <\/E>+2 <2q>< k) 1> ¢<\/E> 1.96]

1\? 2.1.962
:4-1.962-<—> +0-0:—96%2.4456.
™

V2r

Vagyis novelve a klaszterek elemszamat, a kozéppont adott kornyezetében
talalhato elemek szamanak varhato értéke lényegében konstansnak tekinthetd.
Ennek oka a korabban mar emlitett tertilet csokkenése, mely tertilet a klaszter
elemszamaval forditottan aranyos.

Végil meghataroztam az 1, valdszinlségi valtozé eloszlasat, és annak egy
részletét tartalmazza az 1. tdbldzat (a varhaté érték kornyezete”). Ebbél is
latszik, hogy az 1-3 objektum el6fordulasanak legnagyobb a valészintisége,
a maximuma 2-nél van. Ezaltal a fejezet elején tett megéllapitasaimat iga-
zoltam.

1. tdbldzat. Az no valészinliségi véaltozé eloszlasanak
részlete. Forrds: sajat szamités.

Ty; az 1o valdészintiségi valtozé altal felvehetd értékeket jelenti. Mivel binomiélis elosz-
14su valdszintliségi véltozérdl van szé, ezért y; € {0,1,2,...,2000}
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4 Az S_Dbw,., index mdédositasa

4.1 A moédositott index (S_Dbw*™)

A kritikai részben megfogalmazott hibak miatt a tartomany megvalasztasdnak

modositasat javaslom. Az eredeti javaslat — 3. egyenlet — helyett a kovet-

kezOképpen definidlom az f* figgvényt, amelyet megkiilonboztetésil f**-nak

nevezek:

o ) {1 ham? —a-DP <zl <mP+a-DP, Vpe{l,2,3,...,k}
M T egyébkent.

(8)
ahol m egy tetszdleges egyed; mP a tetszéleges egyed p-edik valtozdjanak ér-
téke; DP = min(o?), i € {1,2,...,c}, a klaszterelemek p-edik valtozdjdnak
szorasai kéziilt a minimalis; o egy alkalmasan megvélasztott konstans.

A moédosités lényege, hogy az az intervallum, amelyen beliil a megfigyelési
egységeket keresem, mér fliggetlen az n-t6l (a klaszterelemek szamatdl), igy
egy adott intervallumba esé megfigyelési egységek szdma (az adott térrészben)
ardnyos lesz a klaszterek elemszamaval. Mésrészt, az m;; osztépontok eseté-
ben a kordbban emlitett torzité hatéds is megsziinik.

4.2 A klaszterek k6zotti mérészam (Dens;') elemzése

Az 1. egyenlet adja meg a klaszterek kozotti stirtiségkiilonbség alapjan, hogy
mely klasztereket tekintiink majd kiilonbozonek, és melyeket nem tudunk
megkiilonboztetni. A kdvetkez6 elemzésben két klaszter egyméshoz viszonyi-
tott helyének fiiggvényében vizsgalom az index értékét, két valtozo bevonasa
mellett.

Legyen adott két klaszter (C; és Cy). Koézéppontjaik: vi = (0,0)7 és
vy = (a,0)T. Mindkettd legyen kor alaki, azonos dtmérével (mindkét irdnyt
szordsuk legyen 1-1). Legyen a = 0.5 (8. egyenlet). Az elméleti megkozelités
esetében nem konkrét elemekkel megadott klasztereket vizsgdlok, hanem a
két klasztert két-két normal eloszldsi valdsziniiségi valtozdval jellemzem (&1,
&1y, Eouy &2y). Ilyen feltételek mellett vizsgdlom az aldbbi harom valdszind-
séget:

pr=P((0—05-1<&, <0+05-1)A(0—-05-1<&, <0+05-1)),

mely ardnyos a C; klaszter kozéppontja koriili o - D', azaz 0.5 - 1 sugard
tartoméanyba, valamint (y irdnyban) a C klaszter kozéppontja koriili a- D?,
azaz 0.5 - 1 sugari tartomdnyba esé pontok szamdval (mely tartomany egy
téglalap).

p2=P((a—05-1<&, <a+05-1)A(0-05-1<&,<0+05-1)),
mely ugyanaz, mint az el6bb, csak a Cy klaszterre vonatkoztatva.

pr=2-P((5 =051 <€, < S+05-1)A(0-051<&, <0+05:1)),
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mely jelentése azonos az elézoekkel, csak a két kozéppontot 6sszekoto szakasz
felezOpontjira vonatkoztatva. A 2-vel vald szorzas a két eloszlds azonosséga
miatt alkalmazhaté. Ezen mennyiségek segitségével definidlom a kovetkezo
indexet;:

ind = —2Lk 9)

max(p1, p2)

mely index ardnyos az 1. egyenletben megadott Densy, indexszel. Erték-
készlete a [0,2], hiszen maximélis értéket akkor vesz fel, ha a két klaszter
kozéppontja egybeesik.

A definidlt index vizsgdlata soran azt figyeltem, hogy miként valtozik az
index értéke a kozéppontok tdvolsdganak fiiggvényében. A tdvolsdg értékét
0- tdl 7-ig véltoztattam (a széréds értéke 1), azaz a € [0,7]. A kapott
ind(tdvolsdg) fliggvényt a 3. dbra els6 grafikonja (o = 0.5) mutatja.

alfa=0.5 alfa=1 alfa=1.5
o e g e g
o 7 o N
v v | ©
2 2 2 2- 2 24
v | v | [t}
o o o _
o _| o _] o
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012 3 45 6 7 01 2 3 45 6 7 01 2 3 45 6 7
klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag
alfa=2 alfa=2.5 alfa=3
o e g e g
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«
@ 4 o | Q
<
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£ =] =) =)
~ 7 o | ~
<
o | -
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012 3 45 6 7 012 3 45 6 7 01 2 3 45 6 7
klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag klaszterkdzéppontok kézotti tavolsag

3. dbra. Az ,,ind” index a klaszterkdzéppontok kozotti tdvolsag figgvényében
kiilonbo6z6 alfa paraméterek esetén. Forrds: sajat szamités.
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A fiiggvény az 1-et, mint fliggvényértéket az x = 2.4 helyen veszi fel,
ami azt jelenti, hogy a két kozéppont ezen tavolsdga esetén a két kdzéppont
adott kérnyezetében (1d. «) ugyanannyi megfigyelési egység taldlhat6, mint
a két kozéppontot elvalasztd osztépont (jelen esetben felezépont) ugyanazon
kornyezetében. A harom pont tehdt a silirliség szempontjabdl egymastol nem
megkiilonboztethetd. A tdvolsdg tovdbbi novelésével az index értéke (csok-
kend iitemben) tovédbb csokken.

A fenti kisérletben az « értékét 0.5-nek vilasztottam. Hogy hogyan
valtoznak a fliggvény értékei mas o paraméterértékek esetén, a 3. 4bra tovabbi
grafikonjai mutatjak. Lathatd, hogy az « értéket novelve az ind = 1 egyen-
let megoldésai — vagyis azon klaszterkozéppont tavolsagok, melyekre az ind
index értéke 1 lesz — is egyre novekednek.

Vagyis célszerti minél kisebb « értéket valasztani. Azonban a normaél el-
oszlas esetében az elméleti valdszintiségek szamolhatok akkor is, ha « nagyon
kicsi, addig a konkrét adatbazis esetén ezek a kicsi intervallumok nem tar-
talmaznak majd megfigyelési egységeket, vagyis nem lesznek alkalmasak az
Osszehasonlitasra. Ennek tovabbi vizsgalata céljabdl megrajzoltam egy fligg-
vényt, mely azon klaszterkozéppontok tavolsagat adja meg az « fiiggvényében,
melyek esetében az ind index értéke 1 lett (4. dbra).

ind = 1 megoldasai

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

alfa

4. dbra. Az ind = 1 eredményt adé klasztertavolsigok az alfa paraméter fiiggvényében.
Forras: sajat szamités.
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A grafikon azt mutatja, hogy a valtozé (a) névekedésével egyre névekvd
mértékben névekszik a fiiggvényérték. Mas széval, minél nagyobb « értéket
valasztunk, annél tavolabbinak kell lennie a két klaszternek, hogy meg tudjuk
kiilonboztetni Sket®. Mivel a fiiggvény monoton névekvd, ezért az optimdlis
értéket az értelmezési tartomany bal oldaldn veszi fel. Itt bizonyos tar-
tomédnyonként konstans értéket vesz fel (ezen a részén a névekedés lassiibb),
vagyis ezen a részen kell egy alkalmas « értéket kivalasztani. A tovabbiakban
legyen ez az érték a = 0.4, figyelembe véve a korabbi érveket.

Tovébbi kérdés azonban, hogy a fenti kisérlet eredménye 2 gémbszim-
metrikus klaszter esetében lett kiértékelve. Van-e ennek hatasa a 4. dbra
grafikonjanak jellegére? A kisérlet kiilonboz6 szérds paraméterek mellett
megismételve ugyanazt a jellegii gorbét adta.

4.3 A moédositott S_Dbw** index szerkezetének vizsgalata

A vizsgalat egyik célja, hogy a teljes index értékét a két részindex valtozdsanak
fliggvényében figyelhessiik meg. Ennek modellezésére egy harom klaszterbol
allé adatbazist készitettem, amelyben két klaszter helyét nem valtoztattam,
a harmadikat pedig kiindulasként az egyik fix klaszterre helyeztem, majd
tavolitottam t6le az = tengely mentén (mikdzben a masik klaszterhez sem
kozelitettem). A két egymast atfedé klaszter egyszer egynek, majd két
kiillonbozo klaszternek tekintettem, és vizsgaltam az indexek értékét mindkét
valtozat esetében. A harmadik klaszterra azért volt sziikség, hogy minden
esetben legyen legalabb két klaszter, amire az index szamolhato.

El6szor mindharom (C1, Co, C3) klaszter x és y irdnyu szérdsat azonosra
dllitom: o1, = 09y, = 03, = 01, = 03y = 03, = 1. A vy = (0,0)7,
vo = (d,0)T, ahol d € [0; 7], tovébbd vg = (0, —7)" pedig az egyes klaszterek
kozéppontjait hatarozzak meg. Mindharom klaszter 1000 megfigyelési egysé-
get tartalmazott. Eloszor a Cy és a Cy klasztert Osszevontam egy klaszterré,
majd pedig kiilon klaszternek tekintettem &ket, és mindkét esetben vizs-
galtam az indexek értékét, mikézben az d értékét 0-tél 7-ig valtoztattam
bizonyos 1épéskézénként. Az eredmények a 2. tdbldzatban lathaték. Az egyes
részindexeket, valamint a teljes indexet is parba allitottam a két klaszteres
ill. a harom klaszteres megoldasok esetében. A két utolsé oszlop Osszeha-
sonlitdasabdl lathatd, hogy az indexek nagysagaban kb. 3.5-4 egység tavolsag
(3.5 < d < 4) esetén viltas torténik. Innentdl kezdve tehat a hdrom klasztert
tartalmaz6 megoldast fogadjuk el a masikkal szemben. Vagyis, ha a két
klaszter szorasa 1-1 egység, akkor kozéppontjuk kb. 4 egység tavolsagra kell,
hogy legyen, hogy két kiilonb6z6 klaszterként értékelje 6ket az index. Vagyis
nem sziikséges teljesen atfedésmentesnek lenniiik (,,jél szepardlt”), bizonyos
atfedés esetén is felismerhetd a kettd kiilonbozdsége.

8Itt még nem keriilt sor annak vizsgilatira, hogy az index milyen értéke mellett
kiilénboztethet6 meg két klaszter. Erre késébb keriil sor.
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Tavolsdag  Densbw**  Dens_bw™™* Scat Scat S _Dbw**  S_Dbw**

d nc=2 nc=3 nc=2 nc=3 nc=2 nc=3
0.0 0.0053 0.3281 0.0592  0.0776 0.0644 0.4057
0.5 0.0000 0.3076 0.0593  0.0790 0.0593 0.3866
1.0 0.0000 0.2266 0.0608  0.0770 0.0608 0.3036
1.5 0.0093 0.2336 0.0671  0.0792 0.0764 0.3128
2.0 0.0156 0.1911 0.0715  0.0782 0.0872 0.2693
2.5 0.0147 0.1774 0.0779  0.0792 0.0926 0.2566
3.0 0.0294 0.1188 0.0871  0.0776 0.1165 0.1964
3.5 0.0777 0.1004 0.0927 0.0744 0.1704 0.1748
4.0 0.0437 0.0408 0.1046  0.0723 0.1483 0.1131
4.5 0.0463 0.0383 0.1140 0.0725 0.1603 0.1108
5.0 0.0756 0.0146 0.1248  0.0693 0.2004 0.0838
5.5 0.1067 0.0099 0.1330  0.0660 0.2397 0.0759
6.0 0.0895 0.0045 0.1444 0.0618 0.2338 0.0662
6.5 0.0806 0.0036 0.1519  0.0600 0.2325 0.0637
7.0 0.1190 0.0056 0.1613  0.0569 0.2803 0.0625

nc : klaszterek szama

2. tdbldzat. A részindexek és a teljes index értékei a tavolsag fiiggvényében
2 és 3 klaszter képzése esetén. Forrds: sajat szamitds.

A 2. tablazat alapjan vizsgalhatjuk a két részindexet is, melyek 6sszegeként
all el6 az el6bb vizsgalt index. A Scat részindex méri a klasztereken beliili
szoras értékét. Lathatd, hogy a két klaszteres szamitasnal novekszik az
értéke, ha noveljik a Cy és a Co klaszterek tévolsdgat (ezt a két klasztert
ugyanis egynek tekintjiik ekkor). A hérom klaszteres valtozat esetében ez a
részindex egyre csOkken. Magyarazata: mig a harom klaszter szérasa kilon-
kiilon valtozatlan, addig az Osszes megfigyelési egység altal alkotott , nagy”
klaszter szérasa novekszik. A 6. egyenlet értelmében a hanyadosuk cstkken.

Ugyancsak a 2. tdbldzat alapjén vizsgdljuk meg a maésik, a Densj rész-
indexet. A hdrom klaszteres véltozat eredményeit (3. oszlop) figyelve meg-
allapithaté a csokkend tendencia. Oka: a két tavolodd klaszter kozott egyre
kevesebb megfigyelési egység taldlhatd, ezért a részindex szamldldja (1d. 1.
egyenlet) cstkken, mig nevezdje valtozatlan marad. A két klaszteres véltozat
(2. oszlop) esetében, mivel C és a Cy klaszter alkot egy klasztert, a két klasz-
ter tavolodédsakor a részindex nevezoje csokken, vagyis a tort értéke novekszik.

A két részindex értéke 3 klaszter figyelembevételével cstkken (tehdt dssze-
giik is csokken), 2 klaszter esetében pedig novekszik (tehat 6sszegiik is). Ezen
hatdsok eredményeként egy bizonyos tdvolsdgban a két index (utolsé két osz-
lop) nagysdganak viszonya megfordul. Innent6l a hdrom klaszteres megoldést
valasztjuk a két klaszteres megoldas helyett.

A szimulaciét tobbféleképpen is elvégeztem. Eldszor a klaszterek minden
szamitds (d érték) esetén ugyanazok voltak, és csak az egyik klaszter (Cs)
elemeinek els§ valtozdjat noveltem a megadott d értékkel (,,A” véltozat). A
masodik esetben minden egyes tavolsag esetén 1j klasztereket allitottam el
a megfelel§ pataméterek alapjan (,,B” véltozat). Mindkét esetben kiilonb6z6
szords-beallitdsok mellett is elvégeztem a szimuldcidt (oq,-et és oa,-et valtoz-
tattam, a tobbi értékét konstansnak vettem), amint a 3. tabldzatban lathaté.
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Kisérlet o1z 024 Szimulacidk szama az adott tavolsdgeredményekkel
35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 105 11
A 1 1 2 8
A 1 2 4 6
A 1 3 2 5 2 1
A 2 2 1 2 6 1
A 2 3 2 2 3 3
A 3 3 1 2 3 3 1
B 1 1 3 7
B 1 2 2 7 1
B 1 3 1 7 2
B 2 2 1 3 4 2
B 2 3 3 6 1
B 3 3 1 2 3 3 1

o : szOrds

3. tdbldzat. A szimuldcidk szdma a harom klaszter felismeréséhez szilikséges kézéppontok kozotti
tavolsag legkisebb értéke szerint, kiillonb6z6 szérasu klaszterek esetén. Forrds: sajat szamitas.

A szérasok novekedése miatt a klaszterkozéppontok tavolsdganak is nagyobb
tartoményt kellett megadni, ez 0-11 egységig terjedt. A két index értékei
ismét a fent lefrtak szerint valtoztak (a két klaszteres valtozat esetében no-
vekedett, a harom klaszteres valtozat esetében cstkkent az index értéke d
novekedése esetén), természetesen a szérasok értékének valtozdsa miatt mas-
mas tavolsag esetén kovetkezett be a valtas.

Minden egyes paraméterbedllitas mellett 10-10 futtatast végeztem, és
vizsgaltam egyrészt az index novekedését ill. csokkenését a tavolsag fiige-
vényében, masrészt azt a tavolsagot kerestem, ahol a kétklaszteres eredmény
helyett a hiaromklaszteres eredmény keriil elfogadédsra. A 3. tablazat adatai
azt mutatjak, hogy 10 kisérlet esetén melyik tavolsag esetén ismerte {0l az
index a harom klaszter jelenlétét.

A tablazat adataibdl megallapithatd, hogy a hdrom klaszter felismerésének
nem feltétele, hogy a klaszterek teljesen szepardltak legyenek. Az is lathatd
azonban, hogy a szdérasok névekedése esetén a bizonytalansig is egyre novek-
szik, tehat a felismerési tavolsag szérésa is nagyobb.?

A vizsgdlatban hasznalt Cs klaszter szerepe annyi volt, hogy a C; és Cs
Osszevonasa esetén is legyen két klaszteriink, amelyre az index szamolhato.
Ezért ezt a C1-t6l és Co-t6l szeparaltan helyeztem el, a cél ugyanis a C; és
C5 kozotti atfedés vizsgalata volt.

5 Az S_Dbw,, €s S_Dbw** index 0sszehasonlitasa

Az 6sszehasonlitashoz szintetikusan eléallitott adatbézisokat hasznélok, me-
lyeken klaszterezo eljarasokat futtatok le kiilénb6z6 paraméterbeallitasok mel-
lett, és a kapott klasztereken tesztelem a két indexet. Ezt az eljarast kovették
mindharom cikkben, amelyek ennek az indexnek kidolgozasaval foglalkoztak.
Halkidi és Vazirgiannis [8] valamint Tong és Tan [17] elemzésében, t&bbek

9A vizsgédlatok soran a klaszterek elemszdma nem véltozott.
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kozott, az in. DBSCAN [1] algoritmust alkalmaztdk. Ez a médszer a siiri-
ségek vizsgdlatan alapszik, és nagyon hatékony nem konvex, de jol szeparalt
klaszterek elkiilonitésére. Ezen vizsgalat fokuszaban azonban a konvex és
nem feltétlentil teljesen elkiiloniilé csoportok felismerése &ll, ezért helyette az
un. MCLUST [3, 4] algoritmust vélasztottam. Ez egy modell alapt klasztere-
zési eljaras, amelynek 1ényege, hogy az adott adatbézis alapjan meghatarozza
annak az eloszlasnak a paramétereit, amelybdl legnagyobb valdszintiséggel ke-
letkezhetett egy ilyen adatbézis, és ezen elméleti modell alapjén, valdszintisé-
geket szamolva, sorolja be a megfigyelési egységeket klaszterekbe. Mindharom
cikkben alkalmazzdk a K-means agglomerativ klaszterezési eljarast. Ennek
ismertetésére nem térek ki, hiszen az egyik legszélesebb korben alkalmazott
algoritmus. Ez lesz a masik klaszterezo eljaras, amit alkalmazni fogok.

7 db adatbézison tesztelem az indexeket, melyeket mintavétellel allitok
elé adott paraméteri normal eloszldsokbdl. A mintdk konvex csoportokat
tartalmaznak, melynek fOlismerésében mindkét algoritmus jé eredményeket
ért el. Ezen adatbéazisok eléallitasanak szempontjai a kovetkezok voltak:

— legyen kisebb és nagyobb elemszamu klasztereket is tartalmazd adatbazis,

— legyen stir{ibb és ritkabb klasztereket is tartalmazo adatbézis,

— legyen jol szepardlt és kevésbé jol szepardlt klasztereket is tartalmazo
adatbazis.

Az adatbézisok két véltozot tartalmaztak, hogy az eredmények kiértéke-
lésekor legyen lehetOség annak szemléltetésére is, igy lehetOséget teremtve an-
nak jobb megértésére. Természetesen a tovabbiakban semmi akadalya annak,
hogy tébbvaltozds adatbazisok esetén is teszteljitk/alkalmazzuk az indexet,
azonban ekkor a szemléltetés nehezebb, vagy nem megoldhato.

A 4. tabldzat mutatja a létrehozott adatbézisok paramétereit (klaszterek
kozéppontja, szérésa, elemszama). Az elsd négy esetben 4 klasztert llitottam
el6, és az elsé esetben olyan tavol helyeztem el 6ket, hogy teljesen szeparaltak
legyenek. A tovabbi 3 esetben kozelebb helyeztem Oket ill. valtoztattam az
elemszdmukat (egyrészt gy, hogy egyszerre mindegyik kevesebb elemet tar-
talmazzon, mésrészt ugy, hogy kiillonbozé legyen az elemszamuk). Az 5. adat-
bazis egy haromklaszteres elrendezés, melyben K1 és K2 ko6zott atfedés van,
mig K3 egy tavolabb lev6 klaszter, stirtiségiik pedig kiilénb6zé. A 6. adatbazis
tartalmaz ellipszis alaku klasztereket is, ezenfeliil a K1 kivételével a tobbi
atfedéseket is tartalmaz, azaz ezen klaszterek kozotti elemszam nagyobb,
mint az elsé négy klaszter esetében. Az utolsé adatbézis esetében a K3 el-
kiilontl a t6bbitol, a tobbi harom pedig jobban atfedi egyméast, mint az eddigi
példakban generalt klaszterek esetében.

Természetesen a szimuldcioval nem lehet minden lehetséges helyzetet ellen-
Orizni. Itt a cél annak vizsgélata volt, hogy az egymaéshoz kozelebb levé klasz-
terek esetében kimutathaté kiilonbség van-e a két index eredményei kozott.

Mindkét médszer (K-means, Mclust) esetében a klaszterck szdmat 2-t6l
7-ig valtoztattam. Ezutan Osszehasonlitottam a besorolasokat a tényleges
klaszterbesorolasokkal, és a legtobb egyezést mutatd eredményt valasztottam
legjobbnak. Ezutdn azt vizsgaltam, hogy a két index melyik besorolast
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fogja legjobbként értékelni. Mindegyik esetben 10-10 mintét generédltam (a
megadott paraméterek mellett, 1d. 4. tdbldzat), és a kapott eredményeket
rendeztem az 5. tablazatba.

K1 K2 K3 K4

Vi o1 N1 V2 P N2 V3 o3 N3 vy o4 Ny
T (0,00 (1,I) 500 (7,00 (1,1) 500 _ (0,-7) @1 500 (2,7) (L,1) 500
2 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500  (0,-7) (1,1) 500 (2,5 (1,1) 500
3 (0,00 (1,1) 100 (4,0) (1,1) 100  (0,-7) (1,1) 100 (2,5 (1,1) 100
4 (0,00 (1,1) 500 (4,0) (1,1) 100  (0,7) (1,1) 500 (2,5 (1,1) 250
5 (2,2) (1,1) 750 (6,0) (2,2) 500  (2-7)  (0.5,0.5) 500
6 (-4,0) (1,1) 500 (4,0) (2,2) 1000  (0,-7) (3,2) 500 (2,5 (2,1) 500
7 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500  (0,-7) (1,1) 500 (2,2) (1,1) 500

K1, K2, K3, K4: klaszterazonosité

v;: az i-edik klaszter kozéppontja

o;i: az i-edik klaszter elemeinek x és y irdnyu szérasa
N;: az i-edik klaszter elemszama

4. tdbldzat. Az indexek Osszahasonlitdsdhoz hasznalt adatbédzisok paraméterei.
Forras: sajat Osszeallitas.

Szimuléacié Klaszterek szama
sorszama KM T-KM S-KM MC T-MC S-
4

Q

W~
ot

1. adatbézis

2. adatbdzis

3. adatbazis
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(a tablazat folytatédik)

5. tabldzat. Az indexek Osszehasonlitiasdnak eredményei. Forrds: sajat szamités.
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Szimuléacié Klaszterek szama
sorszama KM T-KM S-KM MC T-MC S-

Q

W~
w
=)

4. adatbazis

5. adatbdzis

6. adatbazis

7. adatbézis
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10
KM, MC: Legjobb csoportositds klaszterszama (K-means, Mclust)
T-KM, T-MC: Tong index eredménye (K-means, Mclust)
S-KM, S-MC: sajit index eredménye (K-means, Mclust)

[\

5. tabldzat. Az indexek Osszehasonlitdsdnak eredményei (folytatds).

A kapott eredményeket olyan szempont szerint értékeltem, hogy az egyes
indexek eltalaltdk-e az adott algoritmus altal el6allitott megoldasok kozil a
ténylegeshez legkozelebb all6 megoldast. Az 1. adatbézis tartalmazott jol
szeparalt klasztereket, mindkét index ebben jé eredményt ért el.

A 2., 3. és 4. adatbdzisok esetében az 1. adatbdazis klaszterei kozelebb
keriiltek egymashoz, ill. az elemszamaik is valtoztak. Ezekben az esetek-
ben megfigyelhetd, hogy a lecstkkentett elemszém (3. adatbézis), valamint
az egyenlStlen elemszam esetén (4. adatbazis) a sajit index teljesitménye is
romlott. A Tong index viszont ezen klaszterelrendezések esetén mar nem
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tudott elfogadhaté eredményt adni. Az altalam mdédositott index a legjobb
csoportositasnak megfelel6 klaszterszamokat tobbszor taldlta el, mint a Tong
index. A taldlatok kiilonbsége jelentds.

Az 5. adatbazis esetében 1ényeges kiilonbség van az egyes klaszterek stirti-
sége kozott, tovabbé a K3 klaszter elkiiloniil a mésik ketttol. Az eredmények
tanulmanyozasabdl az dertil ki, hogy a K-means algoritmus esetében a harom-
klaszteres elrendezés bizonyult a legjobbnak mind a tiz szimuldci6 esetén, mig
az Mclust algoritmus minddssze 4 esetben adott az eredetihez hasonlé megol-
dést. Az indexeket vizsgalva, a K-means altal eléallitott klaszterek esetében
a sajit index jobb eredményt ért el (a tiz szimuldci6 Osszesitéseként), mint a
Tong féle. Ugyanakkor az Mclust altal eldallitott klasztereken végzett szimu-
lacidk esetében a sajat index mindig a kétklaszteres megoldast részesitette
elényben, és csak egyszer talalta el a legjobb csoportositast. Megfigyelheto
még, hogy ezen adatbazis esetén az Mclust algoritmus altal el6allitott klasz-
terek szama valtozékony volt, 2, 3 és 4 klaszteres megoldas is el6allt.

A 6. adatbézis eléallitdsakor a szérasok valtoztatdsaval olyan klasztereket
is képeztem, amelyek nem kor alaktak. Tovabbé elemszamban és stirtiségben
is van kozottiik kiillénbség. A négy klaszter nem teljesen szeparalt egymastdl.
Mind a K-means, mind pedig az Mclust legjobb besorolasa a négyklaszteres
megoldds volt (az eredeti adatbdzis is ennyi klasztert tartalmazott). Ennek
ellenére mindkét index 1ényegében rossz besorolast hatarozott meg. A megol-
déasok véletlenszeriinek tiinnek. Vagyis a mddositott index alkalmazhatésaga
ezen adatbézis esetében mar szintén megkérdgjelezhetd.

A 7. adatbéazis esetében a négy klaszterbdl hdrom atfedi egymadst, a ne-
gyedik kiilonalls (K3). Ezen klaszterek felismerésében az Mclust algoritmus
egyenletes teljesitményt nyijtott K-means-szel szemben. Az Tong-féle index
ebben az esetben is sokféle eredményt adott, szinte véletlenszertien, mig a
sajat index lényegében a kétklaszteres megoldast mutatta legjobbnak. En-
nek az oka, hogy a harom egymas mellett levo klaszter olyan kozel kertilt
egymashoz, hogy megkiilonboztetésiik a médositott index hasznalataval nem
lehetséges. Ugyanakkor a Tong-féle index eredményeinél jobban hasznosithato
eredményt adott.

6 Osszefoglalas

A vizsgalat ald vont index kritikai elemzése utén az index médositaséra keriilt
sor. A szimuldciés kisérletek aldtamasztottdk a 3. fejezetben Gsszefoglalt kri-
tikai megjegyzéseket, végeredményben, hogy a Tong-féle index csak jél sze-
paralt klaszter-elrendezések esetén nyujt megfeleld segitséget a klaszterszam
megvalasztdsahoz. Az 5. fejezetben végrehajtott szimuldcidk megmutattdk
az index tovéabbfejlesztett valtozatanak alkalmazhatdsagat olyan esetekben
is, amikor a Tong-féle index eredményeibdl hasznalhaté informécié nem szar-
mazik. Mivel stiriségkiilonbségek alapjan szamoljuk az index értékét, ezért
olyan klaszterelrendezések esetén, amikor a klaszterek annyira kozel vannak,
hogy a klaszterek kézott mar nincs ritkabb teriilet (1d. 6. adatbézis), az index
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mar nem alkalmazhaté, vagy egyaltalan nem tud bizonyos klasztereket meg-
kiillénboztetni, és egy masik, ugyanakkor jé megoldést eredményez (7. adat-
bézis).

A két index vizsgalata azt mutatja, hogy a médositds eredményeként el6-
allt index alkalmazhatésdga szélesebb kordi, ugyanakkor a korlatait is meg-
mutatta a szimulaciés kisérlet. Egy adott adatbézis esetén, ahol a csoportok
meglétét, szamat keressiik, az adatbazisbdl vett mintdkon vald tesztelések
eredményének egyezOsége vagy valtozékonysaga mutatja az index alkalmaz-
hatdsagat.
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A POSSIBLE SOLUTION OF THE DETERMINATION OF NUMBER

OF CLUSTERS

This paper deals with the problem that in the case of cluster analysis we can get
many solutions. Which is the best approximation of the — hypothetically existing —
groups in the database among these solutions? There are processes trying to answer
this question. On one hand this paper is a critical analysis of such a process, and
on the other hand tries to develop that. The essence of the method is creating
an index which contains the number of elements around the cluster centers and
around a dividing point between the cluster centers. By the help of this index the
classification accuracy can be characterized. In the case of popular algorithms, such
as K-means — where the desired number of clusters has to be given in advance —
this (modified) index provides assistance for the decision.



